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Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ çàäà÷à Ãóðñà-Äàðáó; óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ðàç-
ðåøèìîñòè.

Àííîòàöèÿ: Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à Ãóðñà-Äàðáó îáùåãî âèäà â ñëó÷àå, êî-
ãäà åå ðåøåíèå åñòåñòâåííî èñêàòü â êëàññå ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìîé â ñòåïåíè p > 1 ñìåøàííîé ïðîèç-
âîäíîé; îáñóæäàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïðè âîçìóùåíèè
óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ çàäà÷ó Ãóðñà-Äàðáó

x′′t1t2(t) = g(t, x(t), x′t1(t), x
′
t2(t), u(t)), t ≡ {t1, t2} ∈ Π ≡ [0, 1]2, (1)

x(t1, 0) = ϕ1(t1), t1 ∈ [0, 1]; x(0, t2) = ϕ2(t2), t2 ∈ [0, 1], (2)

ãäå g(t, l0, l1, l2, v) ≡ g(t, l, v) : Π × R3n × Rm → Rn (l = {l0, l1, l2}) è ϕi(ti) : [0, 1] → Rn, i = 1, 2
çàäàíû, u(t) : Π → Rm � óïðàâëåíèå (Rn � ïðîñòðàíñòâî n-âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ; åñëè a, b, c ∈ Rn,
òî {a, b, c} � âåêòîð-ñòîëáåö èç R3n). Çàäà÷à (1), íà÷èíàÿ ñ 1960-õ ãîäîâ, çàíèìàåò îñîáîå ìå-
ñòî â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåííûìè ñèñòåìàìè, ÿâëÿÿñü
åå ñâîåãî ðîäà ¾ïðîáíûì êàìíåì¿ (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 333-345, ñ. 449-450], [2, ñ. 591-595], [3, ñ.
442-450]). Èìåííî äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè â ñâîå âðåìÿ íàéäåíû ïåðâûå äîñòàòî÷íî îáùèå óñëî-
âèÿ óñòîé÷èâîñòè (ïî âîçìóùåíèþ óïðàâëåíèÿ) ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé (ÓÑÃÐ)
íåëèíåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì [4]; èñòîðèÿ âîïðîñà êðàòêî èçëîæåíà â [5]. Ïðîáëåìà ÓÑÃÐ
íåèçáåæíî âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5],
[6, ñ. 12-14]).

Â [4] ðàññìàòðèâàëèñü àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ãóðñà-Äàðáó ñ îãðàíè÷åííû-
ìè ñìåøàííîé è ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (áîëåå îáùèå óñëîâèÿ ÓÑÃÐ â ýòîì ñëó÷àå
áûëè çàòåì ïîëó÷åíû â [7], [6, ñ. 68-70]). Â ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâûé èíòåðåñ (ñì.,
íàïðèìåð, [8, 9]) ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ñèñòåì òèïà Ãóðñà-Äàðáó, ðàññìàòðèâàåìûõ â êëàññàõ
ôóíêöèé ñ ñóììèðóåìûìè â íåêîòîðîé ñòåïåíè p ñìåøàííîé è ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè (òàêèå
êëàññû áóäåì îáîçíà÷àòü ACp); ïåðâûå òåîðåìû ÓÑÃÐ çäåñü ïîëó÷åíû â [10, 11] (î ðåçóëüòàòàõ
[4, 6, 7] è [10, 11] ñì. òàêæå [12]). Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé, â îòëè÷èå îò ïðåèìóùåñòâåííî èçó÷àâ-
øåãîñÿ äî íåäàâíåãî âðåìåíè ñëó÷àÿ ðåøåíèé ñ îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäíûìè, ìíîãîâàðèàíòåí
� îí äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå åñòåñòâåííûå âàðèàíòû óñëîâèé íà çàäà÷ó (1), (2), îòëè÷àþùèåñÿ äðóã
îò äðóãà èñïîëüçóåìîé â íèõ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î ïðåäïîëàãàåìîì ðåøåíèè (êàæäîìó èç
ýòèõ âàðèàíòîâ îòâå÷àþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîè óñëîâèÿ ÓÑÃÐ; ïîëó÷åíèå ýòèõ óñëîâèé â ñëó÷àå
ðåøåíèé ñ ñóììèðóåìûìè â íåêîòîðîé ñòåïåíè ñìåøàííîé è ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè îêàçûâà-
åòñÿ òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíûì (è ýòî ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîì äåëà), ÷åì â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ
ïðîèçâîäíûõ). Òàê, â [10, 11] ðàññìàòðèâàëèñü âàðèàíòû óñëîâèé, ãðóáûå â òîì ñìûñëå, ÷òî â
íèõ ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü âûòåêàþùàÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà ACp ïðèíàäëåæ-
íîñòü ñìåøàííîé è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâó Lp. Îäíàêî ïåðâûå

1Ôèíàíñîâàÿ ïîääåðæêà ÐÔÔÈ (ãðàíò 07-01-00495) è àíàëèòè÷åñêîé öåëåâîé âåäîìñòâåííîé ïðîãðàììû �Ðàç-
âèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009-2010)� Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ðåãèñòð. íîìåð 2.1.1/3927).
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÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå òàêîãî ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò ñóùåñòâåííî áîëåå óçêèì, ÷åì Lp ¾ëåáåãîâûì
ïðîñòðàíñòâàì ñî ñìåøàííîé íîðìîé¿ (ñì. íèæå). Âàðèàíò óñëîâèé ÓÑÃÐ óïðàâëÿåìîé çàäà÷è
Ãóðñà-Äàðáó ñ ó÷åòîì ýòîé, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîëíîé, àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè
êëàññà ACp, ïðèâåäåí â [13]. Â äîêëàäå äàåòñÿ îáçîð ïîëó÷åííûõ àâòîðàìè äîêëàäà ïîäîáíîãî
ðîäà ðåçóëüòàòîâ. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ñ÷èòàåì: g äèôôåðåíöèðóåìà ïî l ïðè êàæäîì v äëÿ ïî÷òè âñåõ t, à âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé
g′l èçìåðèìà ïî t ïðè ëþáûõ {l, v} è íåïðåðûâíà ïî {l, v} äëÿ ïî÷òè êàæäîãî t; ϕi àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà, ϕ′i ∈ Ln

p [0, 1] ïðè çàäàííîì p ∈ (1,∞), i = 1, 2, ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0; äîïóñòèìû
óïðàâëåíèÿ èç íåêîòîðîãî D ⊂ Lm

s ≡ Lm
s (Π), s ∈ [1,∞]. Ïóñòü: f(t, l, v) ≡ g(t, l0 + ϕ1(t1) +

+ϕ2(t2), l1 +ϕ′1(t1), l2 +ϕ′2(t2), v); Lq(j) � ïðîñòðàíñòâî Lq[0, 1] ôóíêöèé ïåðåìåííîé tj , j ∈ {1, 2},
q ∈ [1,∞]; Lq(j),r(i) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé z(t), t ∈ Π ñî ñìåøàííîé íîðìîé ‖z‖q(j),r(i) ≡∥∥‖z(t1, t2)‖Lq(j)

∥∥
Lr(i)

(i, j ∈ {1, 2}, i 6= j; q, r ∈ [1,∞]). Ïîëîæèì M ≡ Ln∞ × Ln
∞(2),p(1) × Ln

∞(1),p(2),

N ≡ Ln×n
p ×Ln×n

p(2),∞(1)×Ln×n
p(1),∞(2) (Xn×n � ïðîñòðàíñòâî (n×n) - ìàòðèö-ôóíêöèé, ñîñòàâëåííûõ

èç ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà X).
Ïóñòü g òàêîâà, ÷òî ôîðìóëû F [y, u](t) ≡ f(t, y(t), u(t)), Φ[y, u](t) ≡ f ′l (t, y(t), u(t)) îïðåäåëÿþò

îïåðàòîð F [·, ·] : M ×D → Ln
p è îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð Φ[·, ·] : M ×D → N. Òîãäà åñòåñòâåííî

ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ (1),(2) èç êëàññà ACn
p . Êàæäîìó u ∈ D ìîæåò îòâå÷àòü íå áîëåå îäíîãî

òàêîãî ðåøåíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ω ≡ {u(·) ∈ D : u(·) îòâå÷àåò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå èç ACn
p };

A0[z](t) ≡
t1∫
0

t2∫
0

z(ξ1, ξ2)dξ1dξ2, A1[z](t) ≡
t2∫
0

z(t1, ξ)dξ, A2[z](t) ≡

≡
t1∫
0

z(ξ, t2)dξ, A[z] (t) ≡ {A0[z] (t) , A1[z] (t) , A2[z] (t)}, t ∈ Π, z ∈ Ln
p ; J [x] (t) ≡ {x (t) , x′t1 (t) , x′t2 (t)},

t ∈ Π, x ∈ ACn
p . Äëÿ u ∈ D, u0 ∈ Ω ïîëîæèì r(u, u0) ≡ ‖A[∆ug]‖M, ãäå ∆ug(·) ≡

≡ g(·, x0(·), x ′
0t1

(·), x ′
0t2

(·), u(·)) − g(·, x0(·), x ′
0t1

(·), x ′
0t2

(·), u0(·)), x0 ∈ ACn
p � ãëîáàëüíîå ðåøåíèå,

îòâå÷àþùåå u0.

Ò å î ð å ì à. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû u0 ∈ Ω, d0 > 0. Òîãäà: íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè
u ∈ D, ‖u−u0‖Lm

s
< d0, r(u, u0) < δ, òî u ∈ Ω; äëÿ ëþáîãî M0 > 0 ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî

åñëè x ∈ ACn
p � îòâå÷àþùåå u ∈ Ω ãëîáàëüíîå ðåøåíèå, ïðè÷åì ‖u−u0‖Lm

s
< d0, ‖J [x− x0]‖M 6

6 M0, òî ‖J [x− x0]‖M 6 Cr(u, u0), ‖(x− x0)′′t1t2‖Ln
p

6 C‖∆ug‖Ln
p
.
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Ê ÇÀÄÀ×Å Î ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÈ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÂÊËÞ×ÅÍÈÉ

c© Í.Â. Ëîé

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëîáàëüíàÿ áèôóðêàöèÿ; íàïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ; äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà; ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Àííîòàöèÿ: Â äàííîé ðàáîòå, ïðèìåíÿÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ìû èçó÷àåì
ãëîáàëüíóþ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1
2 ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé x : [0, T ] → Rn, ïåðâûå ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ

ñóùåñòâóþò ïî÷òè âñþäó íà [0, T ] è ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà L2([0, T ];Rn) ñ íîðìîé

‖x‖W = ‖x‖2 + ‖x′‖2,

ãäå

‖x‖2 =
(∫ T

0
‖f(s)‖2

Rn ds

) 1
2

.
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